Notions de déterminant

Alain Wazner. Pour Hélene, Léo et Corentin

formes n-linéaires

Introduction

L’approche systémique

Considérons un systeme linéaire a deux équations
et deux inconnues sur un corps commutatif &, soit
(S) . { (1) 1,101 + Q12T = by

(2) 2,121 + A22T9 = bs

-Si ap; # 0 alors substituons a 'égalité (2)
'égalité aq 1 x (2) — agq X (1) on obtient alors

le systeme équivallent
N { (1) 1,171 + @122 = b
(5) 4 (o /
(2) (al,l X a2 — G271 X CL172) Ty = b2
- Sl a1 Xage—az; xaj2 # 0 alors 'équation
(2') est une équation du premier degré dont
le coefficient directeur n’est pas nul : elle
admet une seule solution en z. Nous sub-
stituons a xo dans 'équation (1), la valeur
solution de (2), (1) devient alors I’équation

(1) du premier degré de seule inconnue x4
dont le coefficient en x; est a;; # 0. (1)



admet alors une solution unique en ;. Le
couple (z%,25) obtenu est alors
I’unique solution de (S) puisque on
a les équivallences :

(S) - {(1) — (5 : {(1) — (5") :

(2) (2)
-SlayXaza—as; Xap e = 0alors 'équation
(2') est Péquation 0 x xo = b).

- Si b, # 0 cette équation n’a pas de solu-

tion et comme toute solution de (S) : {

/
est solution de (S7) { g,% sans solu-
tion, (S) n’a pas de solution!
- Si b, = 0 alors on a les équivallences :

) nL (@)
9 ) = @00
(1) est I'équation aj 1 + ajome = by
et ses couples de solutions ne sont pas
uniques. En effet, si a2 # 0 alors
(ap] % b1,0) et (0,a3 x by) sont deux
couples de solutions, et si a;2 = 0 alors
(a1 x b1,0) et (apy x by, 1) sont deux
couples de solutions.

- Siay; = 0alors (S) est { (1) a5,
(2) aziz1 + agpwy =

2

(1
(2)



substituons — a  T'égalité  (2)  T'égalité
aio X (2) —ags x (1) nous obtenons alors (S”)
{ (1) a1272 = b

(2) (a12 X agy)x; = b

-Siape X agy # 0 (ce qui équivaut alors a
a1 X A2 — A1 X A12 75 O) alors

Y noL L)
® oy =® " @)
(1) et (2') étant deux équations du premier
degré, d’inconnues x; et x5 et de coeflicients
dominants non nuls, elles admettent toutes
deux une solution unique 7 et x5 : (xF, z3)
est alors I'unique couple solution du systeme
(.5); Sinon
- Siayg = 0alors (1) est I'équation 0 = by.
Si by # 0 alors (1) n’a pas de solution
et donc (S) non plus. Si by = 0 alors
(S) équivaut a (2) ag 121+ ag2r2 = be
dont, d’apres ce qui précede, I'ensemble -
pouvant étre vide- des solutions n’est pas
un singleton.
-Si agy = 0 alors (S) est le systeme
(1) a1oz2 = by |
(2) aszs — by ou (1) et
(2) sont des équations du premier degré
en la seule variable xo dont l'ensemble

d’équations {



des solutions est pour chacune d’entre
elle f, K ou une valeur fixée 5. Suiv-
ant 'existence et la valeur des solutions
en xo de (1) et (2), (S) est soit incon-
sistant et donc sans solution, soit
sans solution unique puisque le
couple (z1,x3), ot x; est n’importe
quel élément de K et z5 la solu-
tion commune a (1) et (2) est so-

lution de (5)!

Synthétisons cette introduction : Pour un
systeme linéaire a deux inconnues x1 et x9 et deux
équations dont on a ordonné I’écriture des
variables l'existence et 'unicité d'un couple so-
lution ne dépend que de la nullité d’une
quantité elle-méme dépendante seulement
des coeflicients de ses variables tels qu’ils
apparaissent dans [’écriture des deux
équations. Nous appelons cette quantité
le déterminant du systeme (a deux équations
et deux inconnues) : il dépend a priori de son
écriture.

L’approche par isomorphisme linéaire sur un espace vectoriel de di-
mension finie

Bases-suites, applications linéaires et leurs matrices sur un espace vec-

toriel de dimension finie NOS eXpérienCGS géOmétriqueS



et sensibles du monde tel qu’il nous apparait et nos
questionnements comme par exemple :

-Pourquot la psychée inverse-elle la gauche et
la droite mais pas le haut et le bas?

-Pourquoi le temps s’écoule-t-il et pas [’espace?
tiennent essentiellement dans une définition
ordonnée de la notion de base.

Le physicien ou l'astronome, par exemple lors de
représentations de mouvements de particules
(I'astronome mod¢élisant les mouvements d'un
systeme planétaire peut en premiere approxima-
tion assimiler les planetes a des points matériels
soumis a des forces centrales) est amené a con-
sidérer des coordonnés (inconnues) de natures
différentes ainsi : position, vecteur vitesse, temps,
il lui est alors important, lors de la résolution
d’équations ou d'un systeme discrétisé de ne
pas ajouter des vitesses et des accélérations ou une
position et un temps. Le pendant géométrique
en dimension finie de ces considérations physiques
est qu’il est adéquat de ne pas concevoir une base
d'un K-espace vectoriel V' comme une partie li-
bre et génératrice mais comme une suite finie
d’éléments de V' distincts dont I’ensemble
des valeurs est une partie libre et
génératrice. Ainsi sur K2 (1,0), (0,1) et (0,1),
(1,0) seront deux bases distinctes alors que



I'ensemble de leurs valeurs leur est commun : c’est
'ensemble {(1,0), (0,1)}.

Nous définissons alors une application linéaire d'un
K-espace vectoriel V' sur un K-espace vectoriel W
comme une application f telle que

flu+Av) = f(u)+ \.f(v), Vu,v e VA € K

un endomorphisme une application linéaire d'un /&
espace vectoriel sur lui-meme, et un isomorphisme
comme une application linéaire bijective.

Pour une application f linéaire d'un K-espace vec-
toriel V' sur un K-espace vectoriel W tous deux
de dimension finie et pour le choix d'une base-
suite B = (e1,...,¢e,) de V ( de dimension
n) et d'une base-suite B’ = (fi,..., fin) (de di-
mension m) la matrice Matg p(f) est la ma-
trice de f par rapport aux bases-suites
B et B’ (quand aucune ambiguité ne pese sur
B et B’ 'usage est de noter Mat(f) et I'appeler
la matrice de f); c’est par définition la matrice

(fi,j)lgigm, 1<j<n ol fm’ est bien défini par :
Vi€ [L,n|NN f(e) = ‘21 Jijej
j:

Si f est un endomorphisme (ie. V = W) il est
commode de considérer Matgp(f) et de la noter
Matp(f) voire Mat(f) s'il n’y a pas d’ambiguité
sur B.



Si B = (e1,...,e,) est une base de V alors si
v = XI',xe; on représente par la matrice

Iy
€ M,1(K) les coordonnées i, ..., z, de

xn
v par rapport a la base B : c’est a dire on note
L1
v
Ln
Si Matg(f) = (ai,j)lgzgn,lgjgn alors
n . .
21 15Ty
fv)| : ; autrement écrit f(v) a pour
n . .
2j=1QnjT;
L1
coordonnées (a; ), ., <ni<i<n| i |- Résoudre en
In
(x1,...,2,) € K" le systeme d’équations linéaires
n J—
ijl CLLjCUj = bl
(S) | : = : | équivaut a résoudre I'équation
n J—
matricielle

T b1
(ai,j)1§z‘§n,1§j§n
'Tn bn



Iy
ce qui équivaut a trouver le vecteur inconnu v
I
by
tel que f(v) =boub
bn
Ecrire que Vb € V T'équation f(v) = b d'inconnue
v € V admet une solution unique équivaut a écrire
que f est bijective ¢’est a dire que f est un isomor-
phisme de V. Mais écrire que Vb € V 'équation
f(v) = b d’inconnue v € V admet une solution
unique équivaut a écrire que le systeme d’équations

Yia1r; = by

linéaires (S) | : = : | apour tout choix
Z;’Lzl an,jxj — bn

de by,...,b, € K une solution unique. On a

donc I’équivallence : (S) a une solution
unique quelque soit son second membre
si et seulement si f est un isomorphisme.

Définition des formes n-linéaires

Si n = 2 la condition nécessaire et suffisante pour
(1) a1101 + a12T9 = by

ue (S ’ ’

4 ( ) {(2) 2171 + 22Ty = b

tion unique quelques soient b; et by est que

alt une solu-

aj1 X aze — azq X ap2 # 0. On peut, par le cal-
cul , montrer que le terme a; 1 X ag2 — az; X a2



v oo . a1 ai.2 N C
s'ecrit aussi g : ou g est linéaire
a2 1 a2 2

) aiq a9 )
en chacune de ses variables | et “ | cecl
21 a2 2

amene la,
Définition : Une forme n-linéaire est une appli-

cation
. K" — K

| (e mn) = flo . Tp)
application partielle

dont chaque

K— K

‘ o : est K-
fZ,.fIf]_,...,.’172_1,3724_17--'71;71 { l‘z I% f(xl PP 71,71)

linéaire.
L’ensemble des formes n-linéaires est un
K-espace vectoriel noté L,(K).

Quelques qualités des formes n-linéaires

Action de S, sur les formes n-linéaires

On définit bien une action du groupe S, par : Vo €
S, f € Ly(K)paro.f =g € L,(K) ou
. { K'— K

g (:z:l,...,xn) —> f(xg(l),...,xg(n))
puisque Id.f = f, Vf € L,(K) et
Vo, 7€ S,,Vf € L,(K),¥(z1,...,2,) € K"
T.(O‘.f(xl, . ,:L’n)) = T.f (330(1), ceey ajg(n)>

= f (ﬂir(au)), - ,CUT(a(n)))



= f (xToa(l)a e 7337'00(71))
- (7- © O)f (330(1), SRR wa(n))
cadr.(o.f)=(ro0).f.

Symétrie, antisymétrie

Définition de la K-signature cx : Si lg
est le neutre de K pour son produit alors son op-
posé —1g est égal a 1 si et seulement si la car-
actéristique de K est 2. On définit le morphisme
ex de S, vers le groupe fini (a un seul élément en
caractéristique 2) {1y, —1x} par Vo € S, :

-ex(o)=1g <= ¢(o) =1
- 8}((0‘) = -1y <— 8(0’) = —1

i est le morphisme constant si et seule-
ment si K a pour caractéristique 2.

Dans ce qui suit on notera, pour simplifier les écritures,
¢ au lieu de €.

Définition : Ondit que f € L,(K) est symétrique
si

Vo € 8§, 5(0):_1:>0-'fo

et on note f € S,(K).
Définition : On dit que f € L, (K) est anti-
symétrique si

Vo eS8, elo)=—1=o0f=—f

10



et on note f € AS,(K).

Propriété : S,(K) et AS,(K) sont des sous-
espaces K-vectoriels de L, (K).

Preuve : Comme 0.0 = 0, Vo € &, : si
e(c) = —1 alors 0.0 = 40 de sorte que
0e AS,(K)NS,(K). AS,(K) et S,(K) ne sont
donc pas vides.

Soient 0 € Sy f,9 € L,(K); A\, up € K, alors on
vérifie, en prenant 'image de (x1,...,x,) € K",
que

o.ANf+p.g)=A(o.f)+ pu.(o.g9)
Si f,g € Su(K) et (o) = —1 alors o.f = f et
0.9 =g, donc \.(o.f) + p.(0.9) = \.f + p.g puis

oNf+u.g)=Af+uget \f+pge S, (K).
Si f,g € AS,K) et elo0) = —1 alors

o.f=¢c(o)f et o.g=c(0)g et
oA f+pu.g) = Alo.f)+ pu.(0.9)
= A(e(o).f) + p.(e(0).9)
= ¢(o). (A.f + p.g)
donc A.f + p.g € AS,(K).

Formes n-linéaires alternées

Définition : Soit f € L,(K) alors f est dite al-
ternée, on note f € A,(K) si et seulement si

(B1<iij <m)/(i#]) et (2= 2))) = flzr,rs) =0

11



Propriété : Toute forme n-linéaire alternée est
antisymétrique.

Soit une permutation 7 alors 3 1 < 4,57 < n/
7(1) = J.

On utilise la n-lin¢arité de f pour calculer f; ; =

flry, .o @i, @+ 2, T, -, T, T T T, -, D)

fij = fler, oo @y 2y x) +
flay, . co,zn) + floen, ooz, oo Ty ) +
flay, ooy, @y )
= 0+ f(z1,...,xp) + 7. f(21,.. ., 2p) + 0

J est alternée donc f;; = 0 puis il vient
flzy, ... xn)+7. f(21,. .., 2,) = 0. Cette derniere
égalité étant vraie pour tout (z1,...,x,) € K" et

pour tout ¢, 7 tels que ¢ # 7, il suit que pour toute
transposition 7 € §,, : 7.f = —f. Toute permuta-
tion 0 € §,, pouvant s’écrire ¢ = 77 0...07T, OU T;
est pour tout ¢ une transposition et e(o) = (—1)°
(en effet e(o) = e(r;) = (—1)°), on a alors
o.f =(mo...7).f = (—1)%.f par une récurrence
élémentaire. f est donc antisymétrique.
Propriété : Sila caractéristique de K est différente
de 2 alors toute forme n-linéaire antisymétrique est
alternée.

Preuve : Soit f € AS,(K), supposant que
11 < 4,5 <nfi #j)et (x; =x;), appelons
7 la transposition telle que 7(i) = j. Puisque

12



r; = xj, T.f(x1,...,2,) = flx1,...,2,), mais
T.f(x1,. .., xn) = —f(x1,...,2,) car f est anti-
symétique, donc f(x1,...,x,) = —f(x1,...,x,)
soit (1 4+ 1).f(z1,...,2,) = 0. Si K est de car-
actéristique différente de 2 alors de 1+1 # 0 il suit
f(zy,...,2,) =0: f est alternée.

Un exemple de forme n-linéaire
antisymétrique et non-alternée : soit n > 2,
K = Z)2Z et f(x1,...,2,) = N, x; est n-
linéaire et symétrique donc antisymétrique (K est
de caractéristique 2!) f n’est pas alternée puisque

n

f(d,...,1) =1 1 =1% 0(mod 2)

1=1
Dimension de A, (K) en caractéristique différente de 2

Théoreme : Si K est de caractéristique différente
de 2 alors dim(A,(K)) = 1.

Preuve : Soit (e, ..., e,) une base-suite de K",
solent  (xy,...,%y,) = K" posons
Vi, x; =" x; je;, soit f € A,(K) nous notons
la, bly = |a, )N N, nous posons g = f(x1,...,%,)
alors

n n
g =1 (Z Ti1€4y - -y Elxz',nei)
1=

=1

= Z xil,l .. xin,nf (6@1, ceey 6%)
(il,...,in)E([l,n]N)n

f est alternée, pour tout choix d’indices 21, . . . , i
dans [1,n|n, f(ei,...,€;,) est nul si e, = €,

13



pour k # j : g est donc la somme des termes

Lig1--- xin,nf (62'1, ce ,ein) avec ¢, 7é ce 74 €,
c’est a dire que

g = X Lo(1),1 - - - xa(n),nf (60(1)7 R ea(n))

ceSy
= Z xa(l)ﬂ ce aja<n)7n0.f (61, . ,6n>
oceSy
= Z xg(l)@ c. ng(n)m&‘(g)f (61, . ,en)
oeSy
Posons
detie,  en)(T1,. .. Ty) = ZS To(1),1 - - To(n)nE(O)
o€
alors 'application
(@1, ) > dete, ey (@1, ..., Ty)
appelée déterminant de (xy, ..., z,) par rap-
port a la base (e1,...,e,) est n-linéaire al-

ternée.

Elle est n-linéaire : si pour j € [1,n]y on rem-
place z; par x; = Ay; + pz;, alors pour tous les
i € [1,n]x on remplace x; ; par @ ; = Ay; j+ pzi j;

Substituer x} a x; dans det(., _.)(21,...,7,) re-
vient a substituer :13 = Vi j + pzij & x;j dans
'expression de det(elw" @, x,) o cec re-
vient a substituer- dans chaque terme de la somme
SoeSy To()1 - - - To(m)nE(0)- & chaque  terme
x (1) T )ne( o) le terme

AYy g T HZa(5). > ..xa(n)ma’f(O‘). En

14



distribuant chaque produit

To(1),1 - - - ()\yg(j)jj + /,ng(j>’j> - :L‘U(n)’ns(a) par
rapport a son j-ieme facteur il vient

det(el,...,en)(xla co Ay 1z, ) =
Mete, e T1s 3 Yiye oo Tp) +
udet(elw.,em(azl, ey By X))

ce qui prouve que l'application det(, ) est n-
linéaire.

Elle est alternée : Supposons que pour ¢ # j
x; = x; alors si 7 est la transposition telle que
7(i) = j et en posant ¢ = ¢’ o 7 (équivallent a
o/ = o o7) on voit que puisque S, est un
groupe, o’ décrit S,, quand o’ décrit S,, et on a

det(el,...,en) (xla s 7:671) — Z xa(l),l s xa(n),ng(a)

/
= /Z Lolor(1),1 - - IJ/OT(H),ng(U © 7_)
o'eSy,

— 5(7-) ) Lolor(1),1 - - xU’OT(ﬂ),ng(OJ)
o'eS,),

/
- = /239 Lolor(1),1 -« - - xa’OT(n),n€<O- )
o'€On

Remarquons que 7 étant une transposi-
tion D’égalité (1) = —1 est vraie méme
si la caractéristique de K et 2 (dans ce
dernier cas seulement on a aussi ¢(7) = 1).
Soit a présent k € [1,n]y

-Si k #iet k# Jalors Toor(p) k= To/(k) k PUIS

15



(k) =k
-S1 k = 1 alors IJIOT(/{)’;C = 550’07(7;),@‘ = Ia’(j),i
S01t Xy (5), PUISqUE T; = X;.
-S1 k = j alors Toior(e) i = Tolor(j)j = To'(i),j
SOIt Xy1(;),; puisque x; = x;.
Le produit Ty0r(1)1 - - - Tolor(n)n€(0’) est donc
le produit z,/(1)1 ... Ts(n),e(0"), il vient finale-

ment
det(el,...,en) (xla O wxn) = — > Lolor(1),1 + - - xU’OT(n),ng(OJ)
o'eS,
= — > Lol(1),1 - - - xa’(n),n€<0-/)
o'esS,),
— _det(el,...,en)(mla SRR xn)
Ceci équivaut a det, .y(z1,...,2,) = 0si la
caractéristique de K est différente de 2.
On a prouveé que 'application
(w1, ..., 2p) = detie, e (X1, .., 2y,) est n-linéaire

et alternée et toute application n-linéaire et al-
ternée f vérifie :

f(xh s an) - f(eh SR en) X det(el,...,en)(xla T xn)

soit, si la cararactéristique de K n’est pas 2, alors

dim(A,(K)) = 1. CQFD!

16



Les applications déterminant

Déterminant de vecteurs par rapport a une base-suite, déterminant
d’une matrice

Soit B = (ey,...,¢e,) une base-suite de K"
on note detg Papplication n-linéaire al-
ternée telle que

detg(zy,...,T,) = z;g To(1),1 - - - Ia(n)’né‘(d)
OEO

c’est d’apres ce qui précede 'unique ap-
plication n-linéaire alternée f telle que
fle1,...,e,) = 1, cette application induit
une application n-linéaire et alternée -
encore appelée déterminant- de M, (K) vers
K quiaX = (gji,j)lgi,jﬁn
Det(X)= > To(1),1 - - - xa(n)’ne(a)

Propriété: SiB = (ey,...,e,)et B = (€],...,¢e))

n

associe

sont deux bases-suites de K™ alors

detg(el, ... el) X detg(e,...,e,) =1

Preuve : L’application : (z1,...,x,) — detg(x1, ..., z,)
est n-linéaire et alternée : I\ € K/

detg(x1,...,x,) = Axdetg(xy, ..., x,), V(T1,...,2,)
Choisissons (21, ...,%,) = (€1, ..., e,) alors
detg(er,...,e,) = A x detg(er,...,e,) = A

17



Choisissons (z1,...,x,) = (€}, ..., ¢e,) alors

1 =detg(el,...,e,) = \xdetgel, ... el)

n rn

= detg(ey,...,e,) x detg(e], ..

Déterminant d’endomorphismes linéaires

Propriété et définition Soit f un endomor-
phisme linéaire de K" vers K", B = (e1,...,éy)
une base suite de K", 'application de K" dans K"
oB, f) : (x1,...,x,) — detg(f(z1),..., f(xn))
est multilinéaire et alternée, on défini alors detg( f)
comme 'unique A € K tel que (B, ) = Axdetg.
Preuve : Pour i € [1,n]y nous substituons
xh = Ay + pz; a x; dans detg(f(xq), ..., f(x,))
M (y;) + pf (2;) est substitué f(x;). Mais detp est
n-linéaire et par linéarité de la 2-eme application
partielle de detp on a

OB, f)(x1, .., Ay + pziy - xn) = Ao(B, f)(x, .

+M¢(Ba f)(ajla' cey Ry e '7$n)

La i-eme application partielle de (B, f) est linéaire
(B, f) est n-linéaire.

Si pour @ # j x; = y; alors f(x;) = f(x;) et
comme le déterminant est alterné :

o(B, f)(x1,...,x,) =detg(f(x1),..., f(x,)) =0

D’apres ce qui précede on a (B, f) = A X detg
avec A € K.

18
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Propriétés
- [(1)] Si B=(eq,...,e,) alors
detp(f) =detg (f(e1),..., f(en))

- [(i)] Si B = (e1,...,e,) : f est un isomor-
phisme si et seulement si detg(f) # 0.

- [(iii)] Si f est un isomorphisme de K" alors
pour toute base-suite de K"

detp(f) x detg (f_l) =1

- [(iv)] Si f, g sont des endomorphismes de K"
alors pour toute base-suite de K"

detp(f o g) = detg(f) x detg(g)
Preuve :(i) Si (z1,...,2,) = (e1,...,¢e,) alors

detg (f(er), .., flen)) = det(f)dets (€1, . .. en) = dets(f)
(ii) Si f est un isomorphisme de K™ alors I'image

de {ey,...,e,}) -soit {f(e1),..., f(e,)}- est une
partie libre de K™ :

V()\l, Cee )\n) - Kn, é)\zf(ez) = f (z:/:l )\Zez)

Si stoNif(e;) = 0 alors
f (=, Nei) =0= f(0), mais f est bijective donc
" e = 0et comme {ey,...,e,} est une partie
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libre : \; =0, Vi € [1,71]]\7.
Si f est un isomorphisme de K" alors 'image de

{e1,...,en})-soit {f(e1),..., f(en)}- est une par-
tie génératrice de K" : f est bijective donc Vv €

K" Ju € K"/v = f(u), mais B = (e1,...,¢ey)
est une base-suite de K" ;
(A1, ..., ) € K/u= x| Ne;, il suit que v =
flu) =g Aif(ei).

B" = (f(e1),..., f(e,)) est une base suite et la
relation

dets(f(er),. ... flen)) X detgler,... e,) = 1

entraine en particulier que detg(f(e1),..., f(en))
soit detg(f) n'est pas nul.

Réciproquement si detg( f) -soit detp(f(e1), ..., f(en))-
n’est pas nul alors { f(e1),..., f(e,)} est une par-
tie libre de K. En effet dans le cas contraire il ex-
iste une combinaison linéaire non nulle de
fle1),..., f(ey); Sii est un indice pour lequel le
coefficient de f(e;) dans cette combinaison linéaire
n’est pas nul, alors on peut exprimer f(e;) comme
combinaison linéaire de
f(€1>7°"7f<62'—1>7f(6i+1>7"'7f(6n>‘ En
remplacant f(e;) par cette combinaison linéaire et
en développant detg(f(ey),..., f(e,)) on obtient
une combinaison linéaire de

dets(f(e1),. .., fleirr), flex), fleir), -, flen))

ou k € [1,n|y\{i}. Pour ces valeurs de k tout
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detB(f(61>7 SRR f(ei—1)7 f(€k>7 f(eH—l)a SRR f(@n))
est nul : detg(f(e1),..., f(e,)) est alors nul ce

qui est contradictoire. {f(ey1),..., f(e,)} est une
partie libre de K", c’est une partie génératrice
car toute partie libre a n éléments d'un espace
vectoriel de dimension n est génératrice : Soit
P = {uy,...,u,} une partie libre du K-espace
vectoriel V' de dimension n et soit v € V\P alors
la partie (a n+ 1 éléments) PU{v} n’est pas libre
. il existe une combinaison linéaire nulle a coef-
ficients non tous nuls d’éléments de P U {v}. Le
coefficient de v n’est pas nul (sa nullité entrainerait
que {f(e1),..., f(e,)} nest pas une partie libre),
et apres produit de la combinaison linéaire par
I'inverse de ce coefficient on peut exprimer v comme
combinaison linéaire d’éléments de
{f(e1),..., f(en)} qui est alors une partie
génératrice de V.

(iii) Soit B la base-suite (eq,...,e,) et f un iso-
morphisme de K™ alors

detg (f(v1), ..., f(vn)) = detg(f)xdetg(vy, ..., v,)

Nous choisissons Vi, v; = f~!(e;) alors I'égalité
précédente devient

1 = detp(f) x detg (")
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(1\/) \V/’Ul,...,”Un c K"

det(fog)(vi,...,v,) = detg(fog(vi),...,[fog(v))
= detp(f) x detp (g(v1), ..., g(vn))
= detp(f) x detg(g) x detg (v, ..., v,)

mais

detp(fog) (vi,...,v,) = detg(fog)xdetp (v, ..., v,)

d’ou detp(f o g) = detg(f) x detg(g).
Traduction matricielle des propriétés du
déterminant des endomorphismes

- [(")] Si B = (ey, - .., ey) alors
dets(f) = detg(Mat(f))

-[(ii)] M € M,(K) est inversible si et seule-
ment si det(M) # 0

- [(iii")] Si M est inversible alors
det(M) x det (M™") =1
- [(iv)] Si M, N € M,(K) alors
det(M x N) = det(M) x det(N)
Preuve : (1) detp(f) = detg (f(e1),..., f(en))
est par définition Matg(f)

(ii"), (iii’), (iv") : Toute matrice M de M,,(K) est
matrice d'un d'un endomorphisme f par rapport a
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labase B = (eq,...,e,),avece; = (0,...,0,1,0,...

(et toute matrice M de M, (K) est matrice d'un
d’'un endomorphisme f par rapport a cette base,
les relations (ii’), (iii"), (iv’) se déduisent donc des
relations (ii) (iii) (iv)).

Propriété Si f est un endomorphisme de K",

B, B’ sont deux bases-suites alors detp(f) = detp/(f).

On peut alors noter det(f) en place de
detp(f) : det(f) est un invariant c’est a dire
une quantité qui ne dépend que de f et de
la dimension d’un K espace-vectoriel. On
lit aussi, dans la littérature mathématique, detg
est canonique pour signifier indépendant
du choix de B.
Preuve :

Si B = (e1,...,e,) et B = (e],...,€],) sont

deux bases-suites et f un endomorphisme linéaire
alors on a la formule

Matlg/’B(]d).Math,B/(f) = Matg,g(f).MatB/’B(]d)

/

I el
Eneffetsi| : [et| : |[sontlescoordonnées de
T, x)
v dans B et dans B alors
T
Matg g(Id). | : | estle vecteur coordonnées de

/

L
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x1
v dans la base-suite B soit | : |. Pour tout ¢
'I.n
la i-eme colonne de Matgg(f). Matgp(ld)
est le produit de Matpp(f) par la i-eme colonne
de Matgp(Id) (qui est le vecteur coordonnées
de e} dans la base B) : c’est, dans la base B, le
vecteur coordonnées de f(e}); la i-eme colonne
de Matg g(Id).Maty g(f) est le produit de
Matp g(Id) par la i-eme colonne de Matp g(f)
(qui est le vecteur coordonnées de f(e}) dans la
base B') : c’est, dans la base B, le vecteur coor-
données de f(e}).
Pour tout i, Matpp(f).Matg g(ld) et
Matp g(Id).Matg p(f) ont méme i-eme vecteur
colonne : ces matrices sont égales.
Mais Matg p(Id) est inversible puisque

MCLtB/’B(]d).MCLtBﬁ/(]d) = ]n

Pour tout ¢, le i-eme vecteur colonne de Matg g (1d)
est , dans la base B’ le vecteur coordonnées de
e;; le produit de Matp g(Id) par ce vecteur est
dans la base B, le vecteur coordonnées de e; : ce
vecteur colonne est donc Le 7-eme vecteur colonne
de la matrice 1,,.

On a alors I'identité

MatB’,B’(f) = (Matgljlg([dn_l .MCLtB,B(f).MCLtB/ﬁ([d)
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Puis, en égalant les déterminants de ces matrices

detg(f) = det (Matp 5 (f))
= det ((Matg (I1d))"" .Matgps(f).Matg 5(Id))

= det (Matgp(f)) = detg(f)
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